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基于特征正交分解法的翼型结冰冰形快速预测

申晓斌，郁　嘉，林贵平，卜雪琴，曾　宇
（北京航空航天大学 航空科学与工程学院，北京１００１９１）

摘　　　要：为加快翼型结冰冰形的计算速度，提出了一套基于特征正交分解（ＰＯＤ）法的结冰冰形快速预

测算法．通过计算流体动力学（ＣＦＤ）数值模拟计算得到的冰形结果作为样本，以结冰温度单参数变化时为例，

详细介绍了ＰＯＤ法预测结冰冰形的实现步骤．考虑结冰温度、结冰时间以及液态水含量的影响，完成了单参

数、两参数与三参数变化时的ＰＯＤ结冰冰形快速预测．通过算例结果发现：完成ＰＯＤ预测计算只需几秒钟且

ＰＯＤ法与ＣＦＤ法得到的冰形吻合较好，仅在冰角附近有较小差别，表明ＰＯＤ方法能够快速、准确地得到翼

型的结冰冰形．
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ｐｒｏｐｅｒ　ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ （ＰＯＤ）

　　飞机在含有过冷水滴的云层中飞行时，过冷
水滴撞击到飞机表面可能发生结冰现象．飞机结
冰会对飞机的安全飞行产生重大影响：破坏飞机

气动外形，造成升力减小、阻力增大、失速攻角降
低等后果，严重时将导致坠机［１］．因此，有必要对
结冰冰形进行预测研究，分析和测试结冰后的气
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动性能，为飞机的防除冰系统设计提供指导．预测
飞机结冰冰形的方法主要有：冰风洞试验、自然结
冰试验及数值模拟．随着计算科学和计算机技术
的发展，以及数值模拟在经济成本上的巨大优势，
用数值方法研究及预测结冰问题已逐渐成为结冰

研究的重要手段．目前美国、英国、法国、加拿大、
意大利等各国都对结冰过程的数值模拟进行了深

入研究，开发的软件有美国的ＬＥＷＩＣＥ［２］、英国
的 ＴＲＡＪＩＣＥ［３］、法国的 ＯＮＥＲＡ［４］、加拿大的

ＦＥＮＳＡＰ－ＩＣＥ［５］等．国内包括北京航空航天大学、
南京航空航天大学、西北工业大学、上海交通大学
等院校及空气动力研究所等单位也在结冰冰形的

数值计算方面做了一定的研究．
用计算流体动力学（ＣＦＤ）的方法来模拟结冰

冰形增长需要计算机翼绕流流场、过冷水滴流动
情况以及求解结冰热力学方程［６］，因此对于时间
长度为几分钟的结冰过程往往需要用几十分钟甚

至几个小时的时间才能得到冰形结果．然而，在结
冰试飞时，需要快速（实时）跟踪各个飞行状态的
冰形并预测其对性能的影响，从而快速判断防除
冰系统的开启；在飞行模拟练习时，也需要模拟不
同飞行结冰状态下机翼的结冰冰形，从而判断对
升阻力的影响，来对飞行员进行训练．这都需要一
种更快的方法来完成结冰冰形的实时预测．特征
正交分解［７－８］（ｐｒｏｐｅｒ　ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ　ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，
简称ＰＯＤ）技术是一种功能强大的降维及数据分
解方法，可在给出较高逼近度的情况下有效降低
物理问题的自由度，从而大幅度降低计算时间，减
少数据存储空间．它主要用于分析湍流拟序结构，
也被运用到流动和传热问题中，可以在很短时间
内准确地预测流动和传热问题．因此，ＰＯＤ技术
为快速预测飞机结冰冰形提供了一种有效的工

具．Ｎａｋａｋｉｔａ等［９］应用ＰＯＤ方法对飞机结冰冰
形进行了预测，效果较好．但是没有分析ＰＯＤ预
测结冰的中间变量，且仅考虑了单参数与两参数
变化的结果．
本文的主要内容是：将ＰＯＤ技术引入到翼型

结冰冰形的计算之中；详细介绍结冰温度变化时的
单参数ＰＯＤ法预测结冰冰形的实现步骤．其中，样
本的取得是通过ＣＦＤ数值模拟方法得到；对两参
数及三参数下的ＰＯＤ计算进行分析，将ＰＯＤ预测
的冰形结果与ＣＦＤ模拟得到的结果进行比较，分
析验证ＰＯＤ结果的正确性．其目的是通过ＣＦＤ方
法得到一定数量的样本之后，用ＰＯＤ方法来对结
冰冰形进行预测，快速、准确地得到样本计算状态

范围内任意结冰条件下的冰形结果．

１　ＰＯＤ基本原理

特征正交分解（ＰＯＤ）方法的核心思想是通
过一系列特殊基函数的线性迭加获得流场等参数

的近似状态［１０］．假设Ｕｉ为一个已知的物理场，它
可以表示当前计算条件下流场中的空气速度、压
力或者温度分布、结冰冰形等，Ｕｉ 可由试验或者
数值计算得到，称为一个样本或者快照．假设一个
样本Ｕｉ由Ｎ 个数据组成，则取Ｍ 个样本组成一
个样本集Ｕ＝｛Ｕ１，…，ＵＭ｝，这是一个Ｎ×Ｍ 阶的
矩阵．
特征正交分解（ＰＯＤ）方法的本质是提取样

本集的特征，找到一组最佳正交基ψｊ使样本的物

理场Ｕｉ可以表示为Ｕｉ＝∑
Ｍ

ｊ＝１
αｉｊ·ψｊ．所有ψｊ组成

一个最佳正交基矩阵ψ＝ ｛ψ１，…，ψＭ｝，有ψΤ·

ψ＝Ε，ψ是与Ｕ 同阶的矩阵．最佳正交基要求满
足所有样本在这组基上投影的平均值取最大．由
文献［８］可知，ψ可以表示为

ψ＝Ｕ·Ｖ （１）

其中矩阵Ｖ为矩阵Ｃ的特征向量组成的矩阵，即
满足

Ｃ·Ｖ＝Λ·Ｖ （２）

　　矩阵Ｃ中的各个元素由样本集得到，为

Ｃｉｊ ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ＵｉｋＵｊｋ／Ｍ （３）

　　由Ｃ矩阵的定义可知，Ｃ矩阵是一个Ｍ×Ｍ
阶的实对称矩阵，且其对角线元素全部是非负数．
因此，其特征值全为实数．
由此，求解最佳正交基的问题变为求解矩阵

Ｃ的特征值与特征向量的问题．将得到的特征向
量按对应特征值由大到小排序．特征值的大小可
以表示对应正交基在样本中所占能量的比重［８］，

即第ｋ个最佳正交基方向上的流场能量Ｅｋ 占总
能量Ｅｔｏｔａｌ的比重为

Ｅｋ／Ｅｔｏｔａｌ＝λｋ ∑
Ｎ

ｊ＝１
λｊ （４）

　　因此，在必要的情况下可以根据各个正交基
所占的能量大小忽略部分能量较小的基底，减少

基底的个数，从而使样本向量由式Ｕｉ ＝∑
Ｌ

ｊ＝１
αｉｊ·

ψｊ重建，其中Ｌ为所用正交基底的个数，有Ｌ＜
Ｍ．在计算得到最佳正交基之后，每个样本对应的
系数向量可由对应正交基底与样本的内积求

８０８
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得，即

αｔｉ ＝ （ψｉ，Ｕｔ） （５）
其中上标ｔ表示第ｔ个样本．由以上分析可知，若

Ｌ＝Ｍ，即保留全部的基底，没有忽略能量，则通
过ＰＯＤ重建的样本值与原样本值是完全一致的．
若Ｌ＜Ｍ，即忽略了（Ｍ－Ｌ）组基底，则重建的样
本值与原来的样本值是有区别的，其误差大小可
由所用正交基底占的能量大小的总和来控制［７］．
以上ＰＯＤ计算中所需时间最长的为Ｍ×Ｍ 阶矩
阵求特征值与特征向量，而这个过程仅仅只需几
秒钟来完成．
本文将ＰＯＤ算法用于翼型的二维冰形计算，

以加快结冰冰形计算速度．这里主要分析考虑结
冰时间、结冰温度以及液态水含量对结冰冰形的
影响．因此，取不同参数下ＣＦＤ方法得到的结冰
冰形轮廓点的Ｘ，Ｙ 坐标值作为样本，求解相应Ｃ
矩阵的特征值与特征向量，从而得到冰形样本集
的最佳正交基及其对应的系数向量．这样任何计
算状态下的结冰冰形结果可以由最佳正交基线性

表示为

Ｕｐｏｄ＝∑
Ｌ

ｊ＝１
αｐｏｄｊ ·ψｊ （６）

　　当计算状态为样本集中的状态时，系数αｐｏｄｊ
为其样本对应的重建系数αｉｊ；当计算状态不属于

样本集中的状态时，系数αｐｏｄｊ 可由已知样本数据

的αｉｊ 进行插值得到．必须注意的是，不同参数数
量的插值函数是不同的，单参数用的是一元函数
插值，两参数用的二元函数插值，而三参数则需要
用三元函数插值来完成．本文考虑结冰温度、结冰
时间以及液态水含量的影响，分别计算分析了单参
数、两参数与三参数变化时的ＰＯＤ冰形预测结果．

２　结冰冰形模拟及样本的取得

结冰冰形的ＣＦＤ数值模拟计算一般包括以
下几个步骤［６］：①空气外流场计算；②水滴撞击特
性计算；③结冰热力学分析，得出结冰量，计算出
新几何外形的位置；④根据新几何外形坐标，重新
生成网格供下一时间步计算．
本文空气外流场的计算是通过计算流体力学

软件Ｆｌｕｅｎｔ［１１］求解雷诺平均Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｃｋｓ方程
来完成的．用欧拉法［１２］来对空气中的过冷水滴运
动进行求解，完成结冰表面水滴撞击特性的计算．
欧拉法计算表面水滴撞击特性是通过Ｆｌｕｅｎｔ中
的用户自定义标量（ＵＤＳ）输运方程来实现的［１３］．
结冰热力学模型基于 Ｍｅｓｓｉｎｇｅｒ的质量和能量守

恒模型建立［１４］．ＣＦＤ数值模拟方法的详细情况及
方法验证请见文献［６］．本文选用弦长为０．５３３　４
ｍ的ＮＡＣＡ　００１２翼型为计算对象，用上述ＣＦＤ
方法对结冰过程进行数值模拟，得到的冰形如图

１所示．

图１　结冰冰形结果

Ｆｉｇ．１　Ｉｃｅ　ｓｈａｐｅ　ｏｆ　ａｉｒｆｏｉｌ

从图１中可以看出，翼型上的结冰冰形结果
是由翼型表面上的网格点向外生长一定的高度来

得到的，冰形可由其上的轮廓点来描述．因此，本
文按从下表面到上表面的顺序，依次取冰形上各
个轮廓点的Ｘ，Ｙ 轴坐标值做为样本来进行计算．
这里表面网格点一共有３２０个，表示一个样本中
含有３２０个数据（Ｎ＝３２０）．

３　ＰＯＤ应用算例与结果分析

本文先以单参数ＰＯＤ方法为例，详细描述

ＰＯＤ算法的实施步骤，之后完成了两参数与三参
数ＰＯＤ法对结冰冰形的预测．算例以ＮＡＣＡ　００１２
为计算对象，结冰冰形样本的获得是通过上述

ＣＦＤ方法来完成的．这里认为ＣＦＤ结果能够准
确描述翼型的结冰冰形．以下算例共同的计算条
件：远场速度为６７．１ｍ／ｓ，飞行攻角为３．５°，平均
水滴直径为２０μｍ，环境压力为１０１　３２５Ｐａ．本文

ＰＯＤ的计算都是在 ＭＡＴＬＡＢ软件平台［１５］下完
成的，其计算所用的时间仅仅为几秒钟，完全满足
结冰冰形计算的快速性要求．

３．１　单参数ＰＯＤ结冰冰形计算

由分析可知，结冰温度对结冰冰形的影响非
常大，因此首先分析结冰温度一个参数变化的

ＰＯＤ结冰冰形预测．选用的液态水含量（ｌｉｑｕｉｄ
ｗａｔｅｒ　ｃｏｎｔｅｎｔ，ＬＷＣ，量符号记为Ｃｌｗ）为０．５ｇ／

９０８
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ｍ３，结冰时间为２５０ｓ．分别取结冰温度为２５７，

２５９，２６１，２６３，２６５Ｋ时结冰冰形的Ｘ，Ｙ 坐标组成

２个样本矩阵，其阶数为３２０×５，即 Ｍ＝５．样本
集的冰形结果如图２所示．
从图２中可以看出，随着结冰温度的增加，驻

点附近的冰形厚度越来越小，而下游区域的冰形
厚度越来越大．这是由于结冰温度升高使得翼型

表面的对流换热带走的热量减小，使原控制体中
的结冰量减少，更多的水则沿翼型表面向下游溢
流，从而导致下游区域的结冰量增多．
分别根据所得到的Ｘ，Ｙ 样本矩阵，通过式

（３）可以计算得到其对应的Ｃ矩阵，这里一共有５
个样本，因此，Ｃ矩阵为５×５阶方阵．这里列出Ｘ
样本（Ｘ＿ｐｏｓ）的Ｃ矩阵计算结果为

ＣＸ＿ｐｏｓ ＝

５．５７０　６５２　６２　５．５７０　６５１　６６　５．５７０　６４５　９９　５．５７０　６３３　１９　５．５７０　６１１　６８
５．５７０　６５１　６６　５．５７０　６５４　６１　５．５７０　６４８　９７　５．５７０　６３５　７４　５．５７０　６１３　７９
５．５７０　６４５　９９　５．５７０　６４８　９７　５．５７０　６４８　９５　５．５７０　６３６　０１　５．５７０　６１３　８９
５．５７０　６３３　１９　５．５７０　６３５　７４　５．５７０　６３６　０１　５．５７０　６３０　２４　５．５７０　６０９　０５
５．５７０　６１１　６８　５．５７０　６１３　７９　５．５７０　６１３　８９　５．５７０　６０９　０

熿

燀

燄

燅５ ５．５７０５９６０１

图２　不同结冰温度的冰形

Ｆｉｇ．２　Ｉｃｅ　ｓｈａｐｅｓ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｉｃｉｎｇ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ

　　由计算结果发现：Ｃ矩阵中的各个元素差别
很小，这是由于各个冰形样本的Ｘ，Ｙ 坐标在大多
数位置上的值是一样的，只是在结冰处有差别．因
此，在计算过程中，必须要保证一定的数据计算精
度来避免舍入误差．得到Ｃ 矩阵之后，分别对

ＣＸ＿ｐｏｓ，ＣＹ＿ｐｏｓ进行特征向量与特征值的计算，得到
排好序的特征值（如表１所示）与特征向量．从表

１中可以看出，第１个特征值比其他值要大许多，

表示其对应的最佳正交基所占能量的比重非常

大，说明样本集中的冰形数据相似度很高，大体轮
廓可由第一个正交基决定．

表１　特征值

Ｔａｂｌｅ　１　Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ

λＸ／１０－６ λＹ／１０－６

１　 ２７　８５３　０００　 １４０　０００

２　 １７．６２　 ６．８２３

３　 ４．８１３　 ２．１１７

４　 ２．１５６　 ０．８３４　６

５　 １．３６５　 ０．２９８　２

在得到特征向量的基础上，通过式（１）并进行
单位正交化之后，便可以得到最终用到的最佳正
交基ψ．这里取全部５个正交基进行计算．由式
（５）可以得到每个样本在各个最佳正交基上的系
数，表２列出了各个样本Ｘ 坐标对应的系数．从
表中可以看出每个样本在第１个正交基上的系数
都比其他正交基上的系数要大许多，这也同样说
明了第１个最佳正交基在ＰＯＤ计算时会对结果
做出非常重大的贡献．

表２　Ｘ＿ｐｏｓ样本系数

Ｔａｂｌｅ　２　Ｘ＿ｐｏｓｓ　ｓａｍｐｌｅ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５

１ 　５．２７７　６１６ 　５．２７７　６１８ 　５．２７７　６１６ 　５．２７７　６０７ 　５．２７７　５８８

２ 　０．００４　５３４ 　０．００３　９０８ 　０．００１　１１５ －０．００３　１４ －０．００６　４２

３ 　０．００２　４４８ 　０．０００　１９８ －０．００２　９７ －０．００１　９８ 　０．００２　３０２

４ －０．００１　２６ 　０．００１　０４６ 　０．００１　３７１ －０．００２　２５ 　０．００１　０８６

５ 　０．００１　０８ －０．００１　８９ 　０．００１　２９３ －０．０００　６３ 　０．０００　１４３
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　　完成以上计算之后，ＰＯＤ模型基本建立．分
别取结冰温度为２５８Ｋ与２６４Ｋ时的结果来进行
比较验证，它们对应的系数向量由一元样条插值
来完成．其最终冰形轮廓点的Ｘ，Ｙ 坐标的ＰＯＤ
结果是由式（６）来得到的．图３为ＰＯＤ结冰冰形
结果与ＣＦＤ计算结果的比较，从图中可以看到，

ＰＯＤ计算结果与ＣＦＤ计算结果大体一致，在驻
点附近以及结冰尾部都吻合的很好，只是在冰角
附近存在一些误差．

图３　单参数ＰＯＤ与ＣＦＤ冰形比较

Ｆｉｇ．３　Ｉｃｅ　ｓｈａｐｅ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ’ｓ

ＰＯＤ　ａｎｄ　ＣＦＤ　ｍｅｔｈｏｄ

３．２　两参数ＰＯＤ结冰冰形计算

将结冰时间加入到计算之中，建立两参数的

ＰＯＤ计算模型．取云层中的Ｃｌｗ＝０．５ｇ／ｍ３．ＰＯＤ
样本集的组成是取５个结冰温度与５种结冰时间
的所有组合，样本数共有５×５＝２５个．所取的结
冰温度与结冰时间分别为

Ｔ＝２５７，２５９，２６１，２６３，２６５Ｋ
ｔ＝１００，１５０，２００，２５０，３００ｓ

取全部２５个最佳正交基进行ＰＯＤ计算来得到快
速冰形结果．图４所示为两参数变化的ＰＯＤ冰形
与ＣＦＤ结果．图中ｃａｓｅ　１的状态为结冰温度２５８
Ｋ，结冰时间２８０ｓ；ｃａｓｅ　２的状态为结冰温度２６０
Ｋ，结冰时间１１０ｓ；ｃａｓｅ　３的状态为结冰温度２６４
Ｋ，结冰时间２３０ｓ．从图中可以看到，不同计算状
态得到的冰形结果差别较大，但是每个状态下的

ＰＯＤ结果与ＣＦＤ冰形结果基本吻合，只是在冰
角处略有差异．

３．３　三参数ＰＯＤ结冰冰形计算

综合考虑结冰温度、结冰时间以及液态水含

图４　两参数ＰＯＤ与ＣＦＤ冰形比较

Ｆｉｇ．４　Ｉｃｅ　ｓｈａｐｅ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｗｏ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ’

ＰＯＤ　ａｎｄ　ＣＦＤ　ｍｅｔｈｏｄ

量３个参数对翼型结冰冰形的影响，建立三参数
的ＰＯＤ冰形预测模型．三参数的ＰＯＤ样本集由
以下条件的组合经过ＣＦＤ方法计算得到．

Ｔ＝２５７，２５９，２６１，２６３，２６５Ｋ
ｔ＝１００，１５０，２００，２５０，３００ｓ
Ｃｌｗ ＝０．４，０．５，０．６，０．７，０．８ｇ／ｍ３

这样，样本总数为５×５×５＝１２５个．求样本集对
应矩阵的特征值与特征向量，得到一组最佳正交
基．由于基的数量过多，这里取所占能量最大的前

９０个正交基进行样本的重建与结冰冰形的预测．
前９０个正交基所占的能量总和大于０．９９９　９９，可
以认为它能完全代表样本冰形的特征．其样本的
重建结果与原样本基本没有差别．
图５所示为三参数变化的ＰＯＤ结果与ＣＦＤ

结果的比较．图中各个ｃａｓｅ所表示的计算状态如
表３所示．从图５中可以看到，各个算例三参数的

ＰＯＤ结果与ＣＦＤ冰形结果在大部分结冰区域都
吻合较好，只是在曲率较大的拐点处有些许差别．

表３　计算状态

Ｔａｂｌｅ　３　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

结冰温度／Ｋ 结冰时间／ｓ　Ｃｌｗ／（ｇ／ｍ３）

Ｃａｓｅ１　 ２５８　 １３０　 ０．４５

Ｃａｓｅ２　 ２６０　 １８０　 ０．５５

Ｃａｓｅ３　 ２６４　 ２８０　 ０．７５

从各个参数的计算结果可知，ＰＯＤ算法对于
结冰冰形预测是适用的且计算仅用几秒钟，它能
快速、准确地得到能应用于工程实际的冰形结果．
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图５　三参数ＰＯＤ与ＣＦＤ冰形比较

Ｆｉｇ．５　Ｉｃｅ　ｓｈａｐｅ　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ’

ＰＯＤ　ａｎｄ　ＣＦＤ　ｍｅｔｈｏｄ

ＰＯＤ结果与ＣＦＤ结果主要差别在曲率较大的冰
角处，这是因为在这些区域冰形变化的连续性不
好，ＰＯＤ插值可能捕捉不到这些特征．这种差别
可以通过增加样本数量以及翼型表面网格点

来减小．

４　结　论

本文以ＣＦＤ数值模拟计算得到的冰形结果
作为样本，考虑结冰温度、结冰时间以及液态水含
量的影响，完成了单参数、两参数与三参数变化时
的ＰＯＤ结冰冰形快速预测．根据ＰＯＤ结果与

ＣＦＤ结果的比较可知：两种方法得到的冰形吻合
较好，在冰角附近有较小的差别．结果说明：ＰＯＤ
方法应用于翼型结冰冰形的预测计算是可行的．
虽然ＣＤＦ样本的取得需要一定的计算时间，但是

ＰＯＤ模型建立完成之后，便能够快速、准确地得
到一定结冰范围内任意状态的冰形结果，这为试
飞等工程应用提供了一种有效可行的方法．
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